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Κεθάλαιο 4 
 

 

 

 

 

 

Χπονική απόκπιζη ζςζηημάηυν 
 

 

 

 

 

 

4.1 Ειζαγυγή 
 

 Η ρξνληθή απόθξηζε απνηειεί έλα ζεκαληηθό ζέκα αλάιπζεο θαη ζπλίζηαηαη 

ζηελ εύξεζε θαη γξαθηθή απεηθόληζε ηεο κεηαβνιήο ηεο εμόδνπ (απόθξηζεο) ελόο 

ζπζηήκαηνο, ζπλαξηήζεη ηνπ ρξόλνπ. Όπσο είλαη ήδε γλσζηό, ζε κηα πεξηγξαθή ζην 

πεδίν ηνπ ρξόλνπ όια ηα κεγέζε πνπ ραξαθηεξίδνπλ ην ζύζηεκα (είζνδνη, έμνδνη, 

κεηαβιεηέο θαηάζηαζεο) είλαη ζπλαξηήζεηο ηνπ ρξόλνπ. ΢ε πνιιέο πεξηπηώζεηο, ε 

έμνδνο ηνπ ζπζηήκαηνο πξέπεη λα «αθνινπζεί» ηελ είζνδν όζν ην δπλαηόλ πην πηζηά. 

Ωο είζνδνο ηόηε ιακβάλεηαη έλα πξόηππν ζήκα πνπ ηζνύηαη κε ηελ επηζπκεηή έμνδν 

( )dy t . Σν ζήκα απηό ζπρλά νλνκάδεηαη είζοδορ αναθοπάρ (reference input)  θαη 

ηόηε ζπκβνιίδεηαη κε ( )r t . Με άιια ιόγηα ε έμνδνο θαη ε είζνδνο αλαθνξάο πξέπεη 

λα είλαη ζήκαηα ηεο ίδηαο κνξθήο κε όζν ην δπλαηόλ κεγαιύηεξε αθξίβεηα. Σν θαηά 

πόζνλ απηό επηηπγράλεηαη κπνξεί λα βξεζεί ζπγθξίλνληαο ηα δύν ζήκαηα, σο 

ζπλαξηήζεηο ηνπ ρξόλνπ.  

 

 Η ρξνληθή απόθξηζε ελόο ζπζηήκαηνο ρσξίδεηαη ζε δύν κέξε: Σε μεηαβαηική 

απόκπιζη θαη ηε μόνιμη απόκπιζη. Αληίζηνηρα, ρξεζηκνπνηνύληαη ζπρλά νη όξνη 

μεηαβαηική καηάζηαζη θαη μόνιμη καηάζηαζη. 

 

 Η μεηαβαηική απόκπιζη νξίδεηαη σο ην ηκήκα ηεο ρξνληθήο απόθξηζεο πνπ 

κεδελίδεηαη θαζώο απμάλεη ν ρξόλνο, δειαδή 

 

                                                           lim ( ) 0
t

y t


                                               (4.1) 

 

΢ηνλ νξηζκό απηό ν άπεηξνο ρξόλνο έρεη ηελ έλλνηα ηνπ πξαθηηθά κεγάινπ ρξόλνπ. 

Δπεηδή θαη ε έλλνηα απηή είλαη ζρεηηθή, ζεσξνύκε όηη ηα κεηαβαηηθά θαηλόκελα 

ζηακαηνύλ, όηαλ ε απόθξηζε ζπγθιίλεη ζε κηα ζηαζεξή ηηκή θαη, είηε δελ 

κεηαβάιιεηαη πιένλ, είηε κεηαβάιιεηαη ειάρηζηα.    
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 Η μόνιμη απόκπιζη είλαη ην ηκήκα ηεο απόθξηζεο πνπ παξακέλεη κεηά ηνλ 

κεδεληζκό ηεο κεηαβαηηθήο απόθξηζεο. Με βάζε ηα παξαπάλσ, ε κόληκε απόθξηζε 

κπνξεί λα νξηζηεί σο  

 

                                                      ( ) lim ( )
t

y t y t


                                            (4.2) 

 

 Η κόληκε απόθξηζε, ζπγθξηλόκελε κε ηελ είζνδν αλαθνξάο, δείρλεη ηελ 

αθξίβεηα ηνπ ζπζηήκαηνο, δειαδή, ην θαηά πόζνλ ε έμνδνο «αθνινπζεί» ηελ είζνδν. 

Η δηαθνξά ησλ δύν ζεκάησλ ιέγεηαη ζθάλμα μόνιμηρ καηάζηαζηρ θαη κειεηάηαη 

δηεμνδηθά ζηηο επόκελεο παξαγξάθνπο.   

 

 

4.2 Σςμπεπιθοπά ζηη μεηαβαηική καηάζηαζη 
 

 Όπσο ήδε αλαθέξζεθε, ην κεηαβαηηθό ηκήκα ηεο ρξνληθήο απόθξηζεο είλαη 

εθείλν πνπ κεδελίδεηαη, θαζώο ν ρξόλνο απμάλεη. Δλλνείηαη όηη ε κεηαβαηηθή 

απόθξηζε έρεη έλλνηα κόλνλ εθόζνλ αλαθεξόκαζηε ζε έλα επζηαζέο ζύζηεκα. ΢ε έλα 

αζηαζέο ζύζηεκα ε απόθξηζε δελ ζπγθιίλεη ζε κηα ζηαζεξή ηηκή θαη θπζηθά δελ 

κπνξεί λα ειεγρζεί. Η έλλνηα ηεο επζηάζεηαο ζα αλαπηπρζεί δηεμνδηθά ζην επόκελν 

θεθάιαην.  

 

 

4.2.1 Χαπακηηπιζηικά ηηρ μεηαβαηικήρ απόκπιζηρ 

 

 Η κεηαβαηηθή απόθξηζε ζπλήζσο κειεηάηαη ζεσξώληαο ηε κνλαδηαία 

βεκαηηθή ζπλάξηεζε, σο είζνδν αλαθνξάο. Απηό γίλεηαη επεηδή όια ηα 

ραξαθηεξηζηηθά ηεο νξίδνληαη επθνιόηεξα κε βάζε ηελ είζνδν απηή. Καη’ επέθηαζε, 

ε κεηαβαηηθή απόθξηζε κπνξεί λα κειεηεζεί γηα νπνηαδήπνηε είζνδν. Σν ΢ρ. 4.1 

απεηθνλίδεη κηα ηππηθή κνλαδηαία βεκαηηθή απόθξηζε γξακκηθνύ ζπζηήκαηνο. 

 

Γηα ηε κεηαβαηηθή απόθξηζε νξίδνληαη ηα παξαθάησ ραξαθηεξηζηηθά: 

 

Μέγιζηη ςπεπύτυζη (overshoot) είλαη ε δηαθνξά κεηαμύ ηεο κέγηζηεο ηηκήο my  θαη 

ηεο ηειηθήο ηηκήο fy , ηεο ( )y t . ΢πρλά δίλεηαη κε ηε κνξθή πνζνζηνύ επί ηνηο εθαηό,  

 

                                                      % 100 %
m f

f

y y

y



                                        (4.3) 

 

Χπόνορ καθςζηέπηζηρ (delay time) dT  είλαη ν ρξόλνο πνπ απαηηείηαη γηα λα θηάζεη ε 

( )y t  ζην κηζό ηεο ηειηθήο ηηκήο ηεο.  

 

Χπόνορ ανύτυζηρ (rise time) rT  είλαη ν ρξόλνο πνπ απαηηείηαη γηα λα θηάζεη ε ( )y t  

από ην 10%  ζην 90%  ηεο ηειηθήο ηηκήο ηεο.  

 

Χπόνορ αποκαηάζηαζηρ (settling time) sT  είλαη ν ρξόλνο πνπ απαηηείηαη γηα λα 

θηάζεη θαη λα παξακείλεη ε ( )y t  ζε κηα νξηζκέλε πεξηνρή θνληά ζηελ ηειηθή ηηκή 
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ηεο. Η πεξηνρή απηή ιακβάλεηαη ζπλήζσο από 2%  έσο 5%  ηνπ πιάηνπο ηεο ηειηθήο 

ηηκήο 
fy .   

 

 

 
 

Σσήμα 4.1. Απόθξηζε γηα κνλαδηαία βεκαηηθή είζνδν 

 

 

Οη ηέζζεξεηο απηέο πνζόηεηεο είλαη εύθνιν λα βξεζνύλ, όηαλ είλαη γλσζηή ε γξαθηθή 

παξάζηαζε ηεο κεηαβαηηθήο απόθξηζεο θαη δίλνπλ έλα άκεζν κέηξν ησλ 

ραξαθηεξηζηηθώλ ηεο (αλ π.ρ. ην ζύζηεκα απνθξίλεηαη γξήγνξα ή αξγά, αλ έρεη 

ηαιαληώζεηο ή όρη, αλ έρεη ζεκαληηθή κέγηζηε ππεξύςσζε θιπ.). Ωζηόζν, ζηελ 

πεξίπησζε πνπ δελ είλαη γλσζηή ε γξαθηθή παξάζηαζε, αιιά κόλν κηα αλαιπηηθή 

πεξηγξαθή ηεο ( )y t , ηα παξαπάλσ ραξαθηεξηζηηθά είλαη δύζθνιν λα βξεζνύλ, εθηόο 

βέβαηα από πνιύ απιέο πεξηπηώζεηο.  

 

 

4.2.2 Μεηαβαηική απόκπιζη ζςζηήμαηορ 1
ηρ

 ηάξηρ  

 

 Έζησ ην ζύζηεκα πξώηεο ηάμεο πνπ πεξηγξάθεηαη από ηε ζπλάξηεζε 

κεηαθνξάο  

 

                                                           
( ) 1

( ) 1

Y s

R s Ts



                                               (4.4) 

 

Σν ζύζηεκα πξώηεο ηάμεο έρεη έλα πόιν (ηδηνηηκή) ζην ζεκείν 1s T   ελώ T  είλαη 

ε ρξνληθή ζηαζεξά ηνπ ζπζηήκαηνο. Θεσξνύκε ηε βεκαηηθή ζπλάξηεζε σο είζνδν 
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ηνπ ζπζηήκαηνο, δειαδή, ( ) 1R s s . Σόηε, ε έμνδνο ηνπ ζπζηήκαηνο ζην πεδίν ηεο 

κηγαδηθήο ζπρλόηεηαο είλαη  

 

                                                         
1 1

( ) .
1

Y s
Ts s




                                              (4.5) 

 

Αλαπηύζζνληαο ηε ζρέζε απηή ζε απιά θιάζκαηα θαη ιακβάλνληαο ηνλ αληίζηξνθν 

κεηαζρεκαηηζκό Laplace, πξνθύπηεη ε έμνδνο ηνπ ζπζηήκαηνο ζην πεδίν ηνπ ρξόλνπ, 

 

                                       ( 1 )( ) 1 1T t t Ty t e e       γηα  0t                                 (4.6) 

 

΢εκεηώλεηαη όηη είλαη (0) 1 1 0y     θαη 1( ) 1 0.632y T e   , ελώ ( ) 1y t  , 

όηαλ t  . Με βάζε ηα ζηνηρεία απηά, ε ρξνληθή απόθξηζε ηνπ ζπζηήκαηνο πξώηεο 

ηάμεο είλαη όπσο ζην παξαθάησ ζρήκα. 

 

 
 

Σσήμα 4.2. Υξνληθή απόθξηζε ζπζηήκαηνο πξώηεο ηάμεο 

 

 

Γηα δηαθνξεηηθέο ηηκέο ηεο ρξνληθήο ζηαζεξάο ιακβάλνληαη νη παξαθάησ κνξθέο ηεο 

ρξνληθήο απόθξηζεο 
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Σσήμα 4.3. Υξνληθή απόθξηζε ζπζηεκάησλ πξώηεο ηάμεο κε ρξνληθέο ζηαζεξέο T=1 (sys1), 

T=1/2 (sys2) θαη Σ=1/3 (sys3) 

 

 

4.2.3 Μεηαβαηική απόκπιζη ζςζηήμαηορ 2
ηρ

 ηάξηρ  

 

 Έζησ ην ζύζηεκα δεύηεξεο ηάμεο πνπ πεξηγξάθεηαη από ηηο εμηζώζεηο 

θαηάζηαζεο (θαλνληθήο κνξθήο θάζεο), 

 

                                     
1 1

2

2 2

0 1( ) ( ) 0
( )

2( ) ( ) 1n n

x t x t
r t

x t x t 

      
              

                       (4.7) 

 

όπνπ  θαη n  είλαη ζηαζεξέο. Η εμίζσζε εμόδνπ είλαη  

 

                                                
12

2

( )
( ) 0

( )
n

x t
y t

x t


 
    

 
                                          (4.8) 

 

Έζησ όηη γηα ηε κειέηε ηεο απόθξηζεο ( )y t , ζεσξνύκε σο είζνδν ηε κνλαδηαία 

βεκαηηθή ζπλάξηεζε ( ) ( )r t u t . Γηα ηε κειέηε ηεο απόθξηζεο έρνπκε δύν ηξόπνπο: 

 

1. Να ιύζνπκε ηηο εμηζώζεηο θαηάζηαζεο (4.7) σο πξνο ην δηάλπζκα θαηάζηαζεο 

θαη ζηε ζπλέρεηα από ηελ (4.8) λα ραξάμνπκε ηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ( )y t  

ζπλαξηήζεη ηνπ t .  
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2. Από ηελ πεξηγξαθή θαηάζηαζεο (4.7) λα κεηαβνύκε ζηελ αληίζηνηρε 

ζπλάξηεζε κεηαθνξάο θαη ζεσξώληαο σο είζνδν ηε βεκαηηθή ζπλάξηεζε λα 

βξνύκε ηελ απόθξηζε, ρξεζηκνπνηώληαο ηνλ αληίζηξνθν κεηαζρεκαηηζκό 

Laplace.  

 

Η αλαιπηηθή επίιπζε ησλ εμηζώζεσλ θαηάζηαζεο (4.7), αθόκε θαη γηα ην ζύζηεκα 

δεύηεξεο ηάμεο, είλαη αξθεηά πνιύπινθε. Ωζηόζν, κε ηε ρξήζε θαηάιιεισλ 

ινγηζκηθώλ ε ιύζε πξνθύπηεη εύθνια ππνινγηζηηθά. Γηα ηε βεκαηηθή είζνδν 

πξνθύπηεη,  

 

2 1 2 2 1 2

1 1

2 1 2

2 22 1 2 2 1 2

2 1 2

2 2 1 2

2

2 1 2

1
sin( (1 ) ) sin (1 )( ) (0)

( ) (0)(1 )
sin (1 ) sin( (1 ) )

1
1 sin( (1 ) )

(1 )

sin( (1 )
(1 )

n

n

n

t
n n

n

n n n

t

n

n

t

n

n

t tx t xe

x t x
t t

e
t

e







    



     

  
 

 
 







 
              

     

 
   

 




1 2 t

 
 
 
 
 
  

 

 

 

όπνπ 
2 1 2

1 (1 )
tan






 
  θαη 

2 1 2
1 (1 )

tan





 



.  

 

Με ηνλ δεύηεξν ηξόπν ιακβάλεηαη ε ζπλάξηεζε κεηαθνξάο  

 

                                                   
2

2 2

( )

( ) 2

n

n n

Y s

R s s s



 


 
                                      (4.9) 

 

Απηή είλαη κηα ηςπική μοπθή ζςνάπηηζηρ μεηαθοπάρ ζςζηήμαηορ δεύηεπηρ 

ηάξηρ. Σν ραξαθηεξηζηηθό πνιπώλπκν είλαη  

 

                                                2 2( ) 2 n np s s s                                             (4.10) 

 

Γηα κνλαδηαία βεκαηηθή είζνδν 1( )R s
s

  ε απόθξηζε είλαη  

 

                                              
2

2 2
( )

( 2 )

n

n n

Y s
s s s



 


 
                                      (4.11) 

 

Από ηνλ αληίζηξνθν κεηαζρεκαηηζκό Laplace ηεο ( )Y s  πξνθύπηεη  

 

                       
2 1 2

2 1 2 1

2 1 2

(1 )
( ) 1 sin[ (1 ) tan ]

(1 )

nt

n

e
y t t

 
 

 


 

   
 

              (4.12) 
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 Δίλαη ελδηαθέξνλ λα εμεηάζνπκε ηε ζρέζε κεηαμύ ησλ ξηδώλ ηεο 

ραξαθηεξηζηηθήο εμίζσζεο ( ) 0p s   θαη ηεο ρξνληθήο απόθξηζεο ( )y t . Από ηελ 

(4.10) πξνθύπηεη όηη νη ξίδεο ηεο ραξαθηεξηζηηθήο εμίζσζεο είλαη 

 

                                     2 1 2

1,2 (1 )n ns j j                                       (4.13) 

 

Οη ξίδεο απηέο είλαη ζηε γεληθή πεξίπησζε κηγαδηθνί αξηζκνί, όπσο θαίλεηαη θαη από 

ηελ (4.13). Οη ζέζεηο ηνπο ζην κηγαδηθό επίπεδν θαζνξίδνληαη από ηηο ζπληεηαγκέλεο 

  θαη   (πξαγκαηηθό θαη θαληαζηηθό κέξνο, αληίζηνηρα). Δίλαη γλσζηό όηη ιέγνληαη 

θαη πόλοι ηηρ ζςνάπηηζηρ μεηαθοπάρ ή πόλοι ηος ζςζηήμαηορ. Από ηε κνξθή 

ηνπο ζηελ (4.13) είλαη πξνθαλέο όηη νη ζηαζεξέο  θαη n  επεξεάδνπλ ηηο ζέζεηο ησλ 

πόισλ επάλσ ζην κηγαδηθό επίπεδν.  

 

 Δπηπιένλ, από ηε ζρέζε (4.12) θαίλεηαη ν ηξόπνο κε ηνλ νπνίν νη ζηαζεξέο 

 θαη n  επεξεάδνπλ ηε ρξνληθή απόθξηζε ηνπ ζπζηήκαηνο: Σν πξαγκαηηθό κέξνο 

n   επεξεάδεη ηνλ εθζεηηθό όξν ηεο ρξνληθήο απόθξηζεο θαη εηδηθόηεξα 

θαζνξίδεη ηνλ ηξόπν κε ηνλ νπνίν κεηαβάιιεηαη ην πιάηνο ηεο ( )y t (εθζεηηθή αύμεζε 

ή κείσζε). Γηα ηνλ ιόγν απηό, ε ζηαζεξά   νλνκάδεηαη θαη ζηαθεπά απόζβεζηρ. Σν 

αληίζηξνθν ηνπ πξαγκαηηθνύ κέξνπο, δειαδή ην 1   είλαη αλάινγν ηεο ρξνληθήο 

ζηαζεξάο ηνπ ζπζηήκαηνο.  

 

 Γηα 1  , νη δύν ξίδεο (4.13) ηεο ραξαθηεξηζηηθήο εμίζσζεο είλαη 

πξαγκαηηθέο θαη ίζεο. ΢ηελ πεξίπησζε απηή n   θαη ( ) 1y t  . Η απόζβεζε ηνπ 

ζπζηήκαηνο ηόηε ιέγεηαη κπίζιμη.  

 

 Η ζηαζεξά   ιέγεηαη ζςνηελεζηήρ απόζβεζηρ θαη νξίδεηαη σο ν ιόγνο ηεο 

πξαγκαηηθήο ζηαζεξάο απόζβεζεο πξνο ηε ζηαζεξά απόζβεζεο, όηαλ ε απόζβεζε 

είλαη θξίζηκε, δειαδή n   .  

 

 Γηα 0  , νη δύν ξίδεο (4.13) ηεο ραξαθηεξηζηηθήο εμίζσζεο είλαη 

θαληαζηηθέο.  ΢ηελ πεξίπησζε απηή n   θαη ε απόθξηζε ( )y t  είλαη εκηηνλνεηδήο. 

Η ζηαζεξά n  ιέγεηαη θςζική ζςσνόηηηα. Σν ΢ρ. 4.4 απεηθνλίδεη ηε ζρέζε κεηαμύ 

ηεο ζέζεο ησλ ξηδώλ ηεο ραξαθηεξηζηηθήο εμίζσζεο επάλσ ζην κηγαδηθό επίπεδν θαη 

ησλ ζηαζεξώλ , , , n    .  

 

 ΢ηε γεληθή πεξίπησζε, πνπ νη πόινη ηνπ ζπζηήκαηνο είλαη κηγαδηθνί, n  είλαη 

ε πνιηθή αθηίλα (ε απόζηαζε ηνπ κηγαδηθνύ πόινπ από ηελ αξρή ησλ αμόλσλ). Η 

ζηαζεξά απόζβεζεο   είλαη ην πξαγκαηηθό κέξνο θαη   είλαη ην θαληαζηηθό κέξνο 

ηνπ κηγαδηθνύ πόινπ. Ο ζπληειεζηήο απόζβεζεο   ηζνύηαη κε ην ζπλεκίηνλν ηεο 

γσλίαο κεηαμύ ηεο πνιηθήο αθηίλαο n  θαη ηνπ αξλεηηθνύ πξαγκαηηθνύ άμνλα, 

δειαδή, cos  .  
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X

X

S επίπεδν

ξίδα

ξίδα

α=ζωn

ω
n

ω=ωn(1-ζ^2)^(½)θ

jω

σ0

 
 

Σσήμα 4.4. Θέζεηο ησλ πόισλ ηνπ ζπζηήκαηνο θαη ζρέζε κε , , , n     

 

 Σν αξηζηεξό κηγαδηθό εκη-επίπεδν αληηζηνηρεί ζε ζεηηθή απόζβεζε (ε 

ζηαζεξά απόζβεζεο είλαη ζεηηθή), ελώ ην δεμηό κηγαδηθό εκη-επίπεδν αληηζηνηρεί ζε 

αξλεηηθή απόζβεζε. Ο άμνλαο ησλ θαληαζηηθώλ αξηζκώλ αληηζηνηρεί ζε κεδεληθή 

απόζβεζε ( 0  , 0  ). Όπσο θαίλεηαη από ηε ζρέζε (4.12), όηαλ ε απόζβεζε 

είλαη ζεηηθή, ε βεκαηηθή απόθξηζε θηάλεη ζηε ζηαζεξή ηειηθή ηηκή ηεο εθζεηηθά, 

αλάινγα κε ηνλ όξν nt
e


. Αξλεηηθή απόζβεζε αληηζηνηρεί ζε αύμνπζα, κε-

θξαγκέλε απόθξηζε. Σέινο, κεδεληθή απόζβεζε αληηζηνηρεί ζε ζπληεξνύκελε 

εκηηνλνεηδή ηαιάλησζε. Οη δύν ηειεπηαίεο πεξηπηώζεηο νξίδνληαη σο αζηαθείρ, γηα 

γξακκηθά ζπζηήκαηα. Όιεο νη πεξηπηώζεηο απόζβεζεο ηαμηλνκνύληαη ζηνλ Πίλαθα 

4.1.  

 
Πίνακαρ 4.1. ΢ρέζε απόζβεζεο – πόισλ ζπζηήκαηνο 

 

Σπληειεζηήο  

απόζβεζεο 

Ρίδεο ραξαθηεξ. εμίζσζεο Φαηλόκελν 

0 1   2 1 2

1,2 (1 )n ns j       Τπναπόζβεζε 

1   
1,2 ns    Κξίζηκε απόζβεζε 

1   2 1 2

1,2 ( )1n ns        Τπεξαπόζβεζε 

0   
1,2 ns j   ΢πληεξνύκελε ηαιάλησζε 

0   2 1 2

1,2 (1 )n ns j       Αξλεηηθή απόζβεζε  
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Σσήμα 4.5. Βεκαηηθή απόθξηζε ηνπ ζπζηήκαηνο δεύηεξεο ηάμεο γηα δηάθνξεο ηηκέο ηνπ 

ζπληειεζηή απόζβεζεο θαη αληίζηνηρεο ζέζεηο ησλ πόισλ 

 
1    

1   

 
1   

 
1   

 
0 1   

 
0 1   

 
0   

 
0   

 
0 1    

 
0 1    

 
1    

 
1    
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΢ηηο πξαθηηθέο εθαξκνγέο ηα ζπζηήκαηα πξέπεη λα είλαη επζηαζή. ΢πλεπώο 

ελδηαθεξόκαζηε κόλν γηα πεξηπηώζεηο κε 0  . Σν ΢ρ. 4.6 απεηθνλίδεη ηε βεκαηηθή 

απόθξηζε ηνπ ζπζηήκαηνο δεύηεξεο ηάμεο, γηα δηάθνξεο ηηκέο ηνπ ζπληειεζηή 

απόζβεζεο  , ζπλαξηήζεη ηνπ θαλνληθνπνηεκέλνπ ρξόλνπ nt . Δίλαη θαλεξό όηη νη 

ηαιαληώζεηο ηεο απόθξηζεο απμάλνπλ, θαζώο ν ζπληειεζηήο απόζβεζεο   

ειαηηώλεηαη. Όηαλ 1  , ε ( )y t  δελ πεξλάεη πάλσ από ηελ επζεία ( ) 1y t  , δειαδή ε 

απόθξηζε δελ ππεξβαίλεη ηελ ηηκή ηεο εηζόδνπ αλαθνξάο. Με άιια ιόγηα ην ζύζηεκα 

δελ εκθαλίδεη ππεξύςσζε.   

 

 
 

Σσήμα 4.6. Μεηαβαηηθή απόθξηζε ζπζηήκαηνο δεύηεξεο ηάμεο γηα κνλαδηαία βεκαηηθή 

είζνδν 

 

 

Η ζρέζε κεηαμύ ηνπ ζπληειεζηή απόζβεζεο θαη ηεο ππεξύςσζεο πξνθύπηεη 

εμηζώλνληαο κε κεδέλ ηελ παξάγσγν ηεο ( )y t  σο πξνο ηνλ ρξόλν,  

 

2 1 2

2 1 2 2 1 2

( )
sin( ) (1 ) cos( ) 0

(1 ) (1 )

n nt t

n
n n n

edy t e
t t

dt

 
     

 

 


     
 

 

 

όπνπ 
2 1 2

1 (1 )
tan






 



. Η ζρέζε απηή απινπνηείηαη ζηε κνξθή,  
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                                   2 1 2

2 1 2

( )
sin (1 ) 0

(1 )
ntn

n

dy t
e t

dt


 




  


                    (4.14) 

 

Η (4.14) ηζρύεη γηα t θαη γηα 2 1 2(1 )n t n    ,  0,1,2,...n  Από ηελ ηειεπηαία 

ζρέζε πξνθύπηεη, 2 1 2(1 )nt n    . Άξα, ν ρξόλνο θαηά ηνλ νπνίν ζπκβαίλεη ε 

κέγηζηε ππεξύςσζε ( 1n  ) είλαη  

 

                                                      m 2 1 2(1 )n

t


 



                                           (4.15) 

 

θαη ε αληίζηνηρε ηηκή ηεο απόθξηζεο είλαη 

 

                                                      
2 1 2(1 )

m 1y e                                              (4.16) 

 

 

 
Σσήμα 4.7. ΢ύγθξηζε κεηαβαηηθήο απόθξηζεο ζπζηήκαηνο δεύηεξεο ηάμεο γηα κνλαδηαία 

βεκαηηθή είζνδν θαη δηαθνξεηηθέο ηηκέο ζπληειεζηή απόζβεζεο 

  

 

Δπεηδή σο κέγηζηε ππεξύςσζε νξίδεηαη ην πνζό ηεο απόθξηζεο πνπ ππεξβαίλεη ηελ 

ηειηθή ηηκή ηεο, πνπ ζηελ πεξίπησζε ηεο κνλαδηαίαο βεκαηηθήο απόθξηζεο είλαη 1, ε 

μέγιζηη ςπεπύτυζη ηνπ ζπζηήκαηνο δεύηεξεο ηάμεο γηα κνλαδηαία βεκαηηθή 

είζνδν αλαθνξάο ζα είλαη  

 

                                                    
2 1 2(1 )

m 1y e                                             (4.17) 
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Σν αληίζηνηρν πνζνζηό κέγηζηεο ππεξύςσζεο είλαη  

 

                                                  
2 1 2(1 )% 100 e                                              (4.18) 

 

Σέινο, ν ρξόλνο απνθαηάζηαζεο κπνξεί λα εθθξαζηεί πξνζεγγηζηηθά από ηε ζρέζε  

 

                                                  
3

s

n

T


 ,  γηα 0 1                                       (4.19) 

 

 

4.3 Σςμπεπιθοπά ζηη μόνιμη καηάζηαζη – Ανάλςζη ζθάλμαηορ 
 

 ΢ε έλα θπζηθό ζύζηεκα ε απόθξηζε κόληκεο θαηάζηαζεο ζπάληα «αθνινπζεί» 

αθξηβώο ηελ είζνδν αλαθνξάο. Απηό ζπκβαίλεη ιόγσ ηεο θύζεο ηνπ εθάζηνηε 

ζεσξνύκελνπ ζπζηήκαηνο (π.ρ. ηξηβέο, αδξάλεηα,…). Έηζη, ην ζθάικα ζηε κόληκε 

θαηάζηαζε είλαη ζρεδόλ αλαπόθεπθην. Έλαο από ηνπο ζηόρνπο ζε πξνβιήκαηα 

ειέγρνπ είλαη ε επίηεπμε κεδεληθνύ ζθάικαηνο ή έζησ ε δηαηήξεζή ηνπ ζε 

επηζπκεηά ρακειέο ηηκέο. Σα αλεθηά επίπεδα ζθάικαηνο κόληκεο θαηάζηαζεο 

θαζνξίδνληαη από ηε θύζε ηνπ εθάζηνηε ζπζηήκαηνο θαη από ηα εηδηθά 

ραξαθηεξηζηηθά ηνπ. Γηα παξάδεηγκα, ζθάικα ζέζεο κεξηθώλ εθαηνζηώλ ηνπ κέηξνπ 

είλαη ακειεηέν γηα έλα ξνκπόη πνπ ρξεζηκνπνηείηαη ζε εθαξκνγέο εμόξπμεο, αιιά 

είλαη θαηαζηξνθηθό αλ ην ξνκπόη ρξεζηκνπνηείηαη ζε εθαξκνγέο κηθξνειεθηξνληθήο 

ή κηθξνρεηξνπξγηθήο.  

 

 Αλ ε είζνδνο αλαθνξάο θαη ε έμνδνο είλαη ζήκαηα ηεο ίδηαο θύζεο θαη ηάμεο 

κεγέζνπο, ηόηε ην ζθάικα είλαη απιά ε δηαθνξά ηνπο, δειαδή, 

 

                                                      ( ) ( ) ( )e t r t y t                                               (4.20) 

 

Ωζηόζν, κεξηθέο θνξέο είλαη αδύλαην ή αζύκθνξν λα ρξεζηκνπνηεζεί κηα είζνδνο 

αλαθνξάο ηνπ ίδηνπ επηπέδνπ ή ηεο ίδηαο δηάζηαζεο κε ηελ έμνδν. Γηα παξάδεηγκα, 

είλαη δπλαηόλ λα πξέπεη λα ρξεζηκνπνηεζεί κηα πεγή ρακειήο ηάζεο γηα ηνλ έιεγρν 

ελόο ζήκαηνο πςειήο ηάζεο. Δπίζεο, ζε ζπζηήκαηα ειέγρνπ ηαρύηεηαο, όπσο είλαη νη 

θηλεηήξεο, κηα ηάζε ή κηα γσληαθή ζέζε ζπρλά ειέγρεη ηελ ηαρύηεηα. ΢ηηο 

πεξηπηώζεηο απηέο ην ζθάικα δελ κπνξεί λα είλαη απιά ε δηαθνξά ησλ ζεκάησλ 

εηζόδνπ θαη εμόδνπ. ΢ηνλ βξόρν αλάδξαζεο ελζσκαηώλεηαη κηα κνλάδα 

(κεηαηξνπέαο) πνπ εμαζθαιίδεη όηη ε αθαίξεζε αθνξά ζήκαηα ηεο ίδηαο θύζεο θαη 

δηάζηαζεο. Η κνλάδα απηή έρεη ζπλάξηεζε κεηαθνξάο ( ) 1F s   θαη ην ζύζηεκα 

ειέγρνπ έρεη ηε δνκή ηνπ ΢ρ. 4.8.  

 

Σν ζθάικα ηόηε είλαη 

 

                                                       ( ) ( ) ( )e t r t b t                                               (4.21) 

 

                                     ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )E s R s B s R s F s Y s                                 (4.22) 
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Σσήμα 4.8. Με κνλαδηαία αλαηξνθνδόηεζε 

 

 

 Σν ζθάλμα ζηη μόνιμη καηάζηαζη είλαη ε ηηκή ηνπ ζήκαηνο ζθάικαηνο, 

θαζώο ν ρξόλνο ηείλεη ζην άπεηξν. Γειαδή,  

 

                                                      ( ) lim ( )ss
t

e t e t


                                                (4.23) 

 

Θέηνληαο ( ) ( ) ( )Y s G s E s  ζηε ζρέζε (4.22), πξνθύπηεη  

 

                                                  
( )

( )
1 ( ) ( )

R s
E s

G s F s



                                           (4.24) 

 

θαη ζηε ζπλέρεηα, ρξεζηκνπνηώληαο ην ζεώξεκα ηεο ηειηθήο ηηκήο ηνπ 

κεηαζρεκαηηζκνύ Laplace, ιακβάλεηαη  

 

                                             
0

( ) lim ( ) lim ( )ss
t s

e t e t sE s
 

                                       (4.25) 

 

ή 

                                               
0

( )
( ) lim

1 ( ) ( )
ss

s

sR s
e t

G s F s



                                       (4.26) 

 

Οη ζρέζεηο (4.25), (4.26) ρξεζηκνπνηνύληαη ζηελ πξάμε γηα ηνλ ππνινγηζκό ηνπ 

ζθάικαηνο κόληκεο θαηάζηαζεο.  

 

 Έζησ ε ζπλάξηεζε κεηαθνξάο αλνηθηνύ βξόρνπ ηνπ ζπζηήκαηνο κε 

πεξηγξαθή πόισλ – κεδεληθώλ (παξαγνληνπνηεκέλε)  

 

                                 1 2

1 2

(1 )(1 )...(1 )
( ) ( )

(1 )(1 )...(1 )

m

n

b b b

j

a a a

K T s T s T s
G s F s

s T s T s T s

  


  
                         (4.27) 

 

όπνπ K  είλαη ε ζηαζεξά ελίζρπζεο θαη 
iaT , 

ibT  ρξνληθέο ζηαζεξέο. Ο βαζκόο 

πνιιαπιόηεηαο ηνπ πόινπ ηεο ( ) ( )G s F s  ζην ζεκείν 0s   είλαη j  θαη νξίδεηαη σο 

ηύπορ ηος ζςζηήμαηορ. ΢ηε γεληθή πεξίπησζε (4.27) ην ζύζηεκα είλαη ηύπνπ j . Οη 

ηηκέο ησλ m , n ,  
iaT , 

ibT  δελ επεξεάδνπλ ηνλ ηύπν ηνπ ζπζηήκαηνο νύηε ηελ ηηκή ηνπ 

ζθάικαηνο κόληκεο θαηάζηαζεο.  

 

 

( )Y s( )R s 



( )F s

( )G s
( )E s

( )B s

( )e t ( )y t

( )b t

( )r t
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4.3.1 Σθάλμα μόνιμηρ καηάζηαζηρ με είζοδο βημαηική ζςνάπηηζη – Σθάλμα 

θέζηρ 

 

 Θεσξνύκε ην ζύζηεκα ηνπ ΢ρ. 4.8. Έζησ όηη ε είζνδνο αλαθνξάο ηνπ 

ζπζηήκαηνο είλαη ε βεκαηηθή ζπλάξηεζε πιάηνπο A , δειαδή, ( ) ( )r t Au t . Ο 

κεηαζρεκαηηζκόο Laplace απηήο είλαη ( )R s A s . ΢ηελ εηδηθή απηή πεξίπησζε, ην 

ζθάικα κόληκεο θαηάζηαζεο ηνπ ζπζηήκαηνο νλνκάδεηαη ζθάλμα θέζηρ. Από ηελ 

(4.26) πξνθύπηεη   

 

                  
0 0

0

( ) ( )
( ) lim lim

1 ( ) ( ) 1 ( ) ( ) 1 lim ( ) ( )
ss

s s

s

sR s s A s A
e t

G s F s G s F s G s F s 



  
  

        (4.28) 

 

Η πνζόηεηα 

 

                                                    
0

lim ( ) ( )p
s

K G s F s


                                            (4.29) 

 

νξίδεηαη σο ζηαθεπά ζθάλμαηορ θέζηρ. Οπόηε ην ζθάικα ζέζεο ηνπ ζπζηήκαηνο 

γξάθεηαη κε ηε κνξθή,  

 

                                                       ( )
1

ss

p

A
e t

K



                                               (4.30) 

 

Από ηε ζρέζε απηή πξνθύπηεη όηη ην ζθάικα ζέζεο ζα είλαη κεδεληθό, κόλνλ όηαλ ε 

ζηαζεξά ζθάικαηνο ζέζεο απεηξίδεηαη. Απηό ζπκβαίλεη, όηαλ ην ζύζηεκα είλαη 

ηνπιάρηζηνλ ηύπνπ 1, όπσο θαίλεηαη από ηελ (4.27). ΢πλνπηηθά, ην ζθάικα ζέζεο 

είλαη:  

 

΢ύζηεκα ηύπνπ 0 
( ) .

1
ss

p

A
e t

K
 


 

΢ύζηεκα ηύπνπ 1  

θαη κεγαιύηεξνπ 
( ) 0sse t   

  

 

 

4.3.2 Σθάλμα μόνιμηρ καηάζηαζηρ με είζοδο ζςνάπηηζη αναππίσηζηρ – Σθάλμα 

ηασύηηηαρ  

 

 Έζησ όηη ε είζνδνο αλαθνξάο ηνπ ζπζηήκαηνο είλαη ε ζπλάξηεζε 

αλαξξίρεζεο ( ) ( )r t Atu t . Ο κεηαζρεκαηηζκόο Laplace απηήο είλαη 2( )R s A s . 

΢ηελ εηδηθή απηή πεξίπησζε, ην ζθάικα κόληκεο θαηάζηαζεο ηνπ ζπζηήκαηνο 

νλνκάδεηαη ζθάλμα ηασύηηηαρ. Από ηελ (4.26) πξνθύπηεη   

 

                   

2

0 0

0

( ) ( )
( ) lim lim

1 ( ) ( ) 1 ( ) ( ) lim ( ) ( )
ss

s s

s

sR s s A s A
e t

G s F s G s F s sG s F s 



  
 

          (4.31) 

 

Οξίδεηαη σο ζηαθεπά ζθάλμαηορ ηασύηηηαρ ε πνζόηεηα 
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0

lim ( ) ( )v
s

K sG s F s


                                            (4.32) 

 

νπόηε ην ζθάικα ηαρύηεηαο ηνπ ζπζηήκαηνο είλαη  

 

                                                          ( )ss

v

A
e t

K
                                                   (4.33) 

 

Γηα λα κεδεληζηεί ην ζθάικα ηαρύηεηαο ζα πξέπεη ε ζηαζεξά ζθάικαηνο ηαρύηεηαο 

λα απεηξίδεηαη, πξάγκα πνπ ζπκβαίλεη όηαλ ην ζύζηεκα είλαη ηύπνπ 2 ή θαη 

κεγαιύηεξνπ. ΢πλνπηηθά, γηα ην ζθάικα ηαρύηεηαο έρνπκε  

 

 

΢ύζηεκα ηύπνπ 0 ( )sse t   

΢ύζηεκα ηύπνπ 1 
( ) .ss

v

A
e t

K
   

΢ύζηεκα ηύπνπ 2  

θαη κεγαιύηεξνπ 
( ) 0sse t   

 

 

 

4.3.3 Σθάλμα μόνιμηρ καηάζηαζηρ με είζοδο παπαβολική ζςνάπηηζη – Σθάλμα 

επιηάσςνζηρ  

 

 Έζησ όηη ε είζνδνο αλαθνξάο ηνπ ζπζηήκαηνο είλαη ε παξαβνιηθή 

ζπλάξηεζε 2( ) ( 2) ( )r t A t u t . Ο κεηαζρεκαηηζκόο Laplace απηήο είλαη 3( )R s A s . 

΢ηελ εηδηθή απηή πεξίπησζε, ην ζθάικα κόληκεο θαηάζηαζεο ηνπ ζπζηήκαηνο 

νλνκάδεηαη ζθάλμα επιηάσςνζηρ. Από ηελ (4.26) πξνθύπηεη όηη είλαη  

 

                   

3

20 0

0

( ) ( )
( ) lim lim

1 ( ) ( ) 1 ( ) ( ) lim ( ) ( )
ss

s s

s

sR s s A s A
e t

G s F s G s F s s G s F s 



  
 

         (4.34) 

 

Οξίδεηαη σο ζηαθεπά ζθάλμαηορ επιηάσςνζηρ ε πνζόηεηα 

 

                                                   2

0
lim ( ) ( )a
s

K s G s F s


                                           (4.35) 

 

νπόηε ην ζθάικα επηηάρπλζεο ηνπ ζπζηήκαηνο είλαη,  

 

                                                          ( )ss

a

A
e t

K
                                                   (4.36) 

 

Γηα λα κεδεληζηεί ην ζθάικα επηηάρπλζεο ζα πξέπεη ε ζηαζεξά ζθάικαηνο 

επηηάρπλζεο λα απεηξίδεηαη, πξάγκα πνπ ζπκβαίλεη όηαλ ην ζύζηεκα είλαη ηύπνπ 3 ή 

θαη κεγαιύηεξνπ. ΢πλνπηηθά, γηα ην ζθάικα επηηάρπλζεο έρνπκε  
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΢ύζηεκα ηύπνπ 0 ή 1 ( )sse t   

΢ύζηεκα ηύπνπ 2 
( ) .ss

a

A
e t

K
   

΢ύζηεκα ηύπνπ 3  

θαη κεγαιύηεξνπ 
( ) 0sse t   

 

  

 

Οη ζηαζεξέο ζθαικάησλ ζέζεο, ηαρύηεηαο θαη επηηάρπλζεο έρνπλ λόεκα ζηελ 

αλάιπζε ηνπ ζθάικαηνο, κόλνλ όηαλ ην ζήκα εηζόδνπ είλαη αληίζηνηρα ε βεκαηηθή 

ζπλάξηεζε, ε ζπλάξηεζε αλαξξίρεζεο θαη ε παξαβνιηθή ζπλάξηεζε.  

 

 ΢ηελ παξάγξαθν απηή, ε αλάιπζε ηνπ ζθάικαηνο κόληκεο θαηάζηαζεο 

ζηεξίρζεθε ζηελ εθαξκνγή ηνπ ζεσξήκαηνο ηεο ηειηθήο ηηκήο ηνπ κεηαζρεκαηηζκνύ 

Laplace ζηε ζπλάξηεζε ζθάικαηνο. Η θπζηθή ζεκαζία απηήο ηεο εθαξκνγήο είλαη 

όηη ην ζθάικα κόληκεο θαηάζηαζεο πνπ ππνινγίδεηαη παξηζηάλεη ηε δηαθνξά κεηαμύ 

ηεο πξαγκαηηθήο εμόδνπ θαη ηεο επηζπκεηήο εμόδνπ πνπ ζε κεξηθέο πεξηπηώζεηο, 

όπσο απηέο πνπ παξνπζηάζηεθαλ, έρεη ηελ ίδηα κνξθή κε ηελ είζνδν αλαθνξάο. Μηα 

άιιε ζπλέπεηα ηεο εθαξκνγήο ηνπ ζεσξήκαηνο ηειηθήο ηηκήο είλαη όηη ζηελ αλάιπζε 

ηνπ ζθάικαηνο κόληκεο θαηάζηαζεο πξέπεη πξώηα λα εμεηάδεηαη θαηά πόζνλ ε 

ζπλάξηεζε ( )sE s έρεη πόινπο ζηνλ άμνλα ησλ θαληαζηηθώλ αξηζκώλ ή ζην δεμηό 

κηγαδηθό εκη-επίπεδν. Απηό γίλεηαη γηα ιόγνπο επζηάζεηαο πνπ ζα αλαπηπρζεί ζην 

επόκελν θεθάιαην.  

 

 Έλα κεηνλέθηεκα ησλ ζηαζεξώλ ζθάικαηνο είλαη όηη δελ δίλνπλ θακία 

πιεξνθνξία γηα ην ζθάικα κόληκεο θαηάζηαζεο, όηαλ νη είζνδνη είλαη δηαθνξεηηθέο 

από απηέο πνπ έρνπλ αλαθεξζεί. Μηα άιιε δπζθνιία είλαη όηη όηαλ ην ζθάικα 

κόληκεο θαηάζηαζεο είλαη ζπλάξηεζε ηνπ ρξόλνπ, νη ζηαζεξέο ζθάικαηνο δίλνπλ 

απάληεζε κόλν γηα ην ηη ζπκβαίλεη γηα t  , ελώ δελ δίλνπλ θακία πιεξνθνξία γηα 

ην πώο ην ζθάικα κεηαβάιιεηαη ζπλαξηήζεη ηνπ ρξόλνπ. ΢ηελ επόκελε παξάγξαθν 

παξνπζηάδεηαη κία κέζνδνο πνπ δίλεη γεληθόηεξε πεξηγξαθή ηνπ ζθάικαηνο ζηε 

κόληκε θαηάζηαζε.  

 

 

4.3.4 Μέθοδορ ζειπάρ ζθάλμαηορ 

 

 Ο ζηόρνο ηεο κεζόδνπ απηήο είλαη λα δώζεη κηα γεληθόηεξε ηερληθή 

ππνινγηζκνύ ηνπ ζθάικαηνο πνπ λα επηηξέπεη ηε ρξεζηκνπνίεζε νπνηαζδήπνηε 

απζαίξεηεο ζπλάξηεζεο σο εηζόδνπ αλαθνξάο. Καη’ αξράο, ζα κεηαζρεκαηίζνπκε ηε 

ζπλάξηεζε ζθάικαηνο 

 

                                                   
( )

( )
1 ( ) ( )

R s
E s

G s F s



                                          (4.37) 

 

Η ζπλάξηεζε απηή είλαη ίδηα κε ηελ (4.24), ζηελ νπνία εθαξκόζηεθε ην ζεώξεκα ηεο 

ηειηθήο ηηκήο. Δδώ, ζα ρξεζηκνπνηεζεί ην ζπλειηθηηθό νινθιήξσκα. Οξίδεηαη σο 

ζςνάπηηζη μεηαθοπάρ ζθάλμαηορ ε πνζόηεηα,  
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1

( )
1 ( ) ( )

W s
G s F s




                                         (4.38) 

 

νπόηε 

 

                                                     ( ) ( ) ( )E s W s R s                                              (4.39) 

 

Σν ζπλειηθηηθό νινθιήξσκα 

 

                                                 ( ) ( ) ( )

t

e t w t r t d 


                                          (4.40) 

 

είλαη ν αληίζηξνθνο κεηαζρεκαηηζκόο Laplace ηεο ( )E s , όπνπ 1( ) [ ( )]w L W s  . 

Τπνζέηνληαο όηη [0, )t    ππάξρνπλ νη n  πξώηεο παξάγσγνη ηεο ( )r t  θαη όηη ε 

ζπλάξηεζε ( )r t   κπνξεί λα αλαπηπρζεί ζε ζεηξά Taylor, έρνπκε,  

 

                            
2 3

(1) (2) (3)( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ...
2! 3!

r t r t r t r t r t
 

                           (4.41) 

 

Δπεηδή ε ( )r t  είλαη κεδέλ γηα αξλεηηθό ρξόλν, ην ζπλειηθηηθό νινθιήξσκα (4.40) ζα 

ιεθζεί από 0 έσο t . Αληηθαζηζηώληαο ηελ (4.41) ζηελ (4.40), πξνθύπηεη,  

 
2 3

(1) (2) (3)

0 0 0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ...
2! 3!

t t t t

e t r t w d r t w d r t w d r t w d
 

                 

                                                                                                                               (4.42) 

Όπσο θαη πξνεγνπκέλσο, ην ζθάικα κόληκεο θαηάζηαζεο είλαη,  

 

                                                      ( ) lim ( )ss
t

e t e t


                                               (4.43) 

 

δειαδή,  

 
2 3

(1) (2) (3)

0 0 0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ...
2! 3!

ss ss ss ss sse t r t w d r t w d r t w d r t w d
 

        
   

         

                                                                                                                               (4.44) 

όπνπ   

 

                                                       ( ) lim ( )ss
t

r t r t


                                               (4.45) 

 

Οξίδνληαη νη ζηαζεξέο,  
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0

0

1

0

2

2

0

0

( )

( )

( )

( 1) ( )n n

n

C w d

C w d

C w d

C w d

 

  

  

  











 



 









                                        (4.46) 

 

Σόηε ε (4.44) γξάθεηαη κε ηε κνξθή,  

 

                    
(1) (2) ( )2

0 1( ) ( ) ( ) ( ) ... ( ) ...
2! !

nn
ss ss ss ss ss

CC
e t C r t C r t r t r t

n
                  (4.47) 

 

Η ζεηξά (4.47) ιέγεηαη ζειπά ζθάλμαηορ θαη νη ζηαζεξέο 1C , 2C ,…, nC  ιέγνληαη 

ζςνηελεζηέρ ζθάλμαηορ.  

 

 Οη ζπληειεζηέο ζθάικαηνο κπνξνύλ λα ππνινγηζηνύλ θαη επθνιόηεξα κε 

βάζε ηε ζπλάξηεζε κεηαθνξάο ζθάικαηνο ( )W s . Πξάγκαηη, κπνξεί λα απνδεηρζεί 

εύθνια όηη ηζρύνπλ νη παξαθάησ ζρέζεηο:  

 

                                                      

0
0

1
0

2

2 20

0

lim ( )

( )
lim

( )
lim

( )
lim

s

s

s

n

n ns

C W s

dW s
C

ds

d W s
C

ds

d W s
C

ds

















                                            (4.48) 

 

Παπάδειγμα 4.1  

 

 Έζησ ην ζύζηεκα κνλαδηαίαο αλαηξνθνδόηεζεο κε ζπλάξηεζε κεηαθνξάο 

αλνηθηνύ βξόρνπ,  

 

( )
1

K
G s

s



 

 

Δπεηδή ην ζύζηεκα είλαη ηύπνπ 0, νη ζηαζεξέο ζθαικάησλ ζέζεο, ηαρύηεηαο θαη 

επηηάρπλζεο είλαη, αληίζηνηρα, pK K , 0vK   θαη 0aK  . Δπίζεο, νη ηηκέο ησλ 

ζθαικάησλ ζέζεο, ηαρύηεηαο θαη επηηάρπλζεο είλαη, αληίζηνηρα,  
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΢θάικα ζέζεο 1
( )

1
sse t

K



 

΢θάικα ηαρύηεηαο  ( )sse t    

΢θάικα επηηάρπλζεο ( )sse t    

 

 

Δίλαη θαλεξό όηη νη ζηαζεξέο ζθάικαηνο δελ θαηαθέξλνπλ λα δείμνπλ ηνλ αθξηβή 

ηξόπν κε ηνλ νπνίν ην ζθάικα απμάλεη κε ην ρξόλν. Γη’ απηό θαλνληθά, αλ ζέινπκε 

λα βξνύκε ηελ κεηαβνιή ηνπ ζθάικαηνο κέρξη λα θηάζεη ζηε κόληκε θαηάζηαζε, ζα 

πξέπεη λα ιύζνπκε ηε δηαθνξηθή εμίζσζε ηνπ ζπζηήκαηνο. ΢ηε ζπλέρεηα ζα δείμνπκε 

πώο κπνξεί απηή λα βξεζεί ρξεζηκνπνηώληαο ηε ζεηξά ζθάικαηνο. Έρνπκε  

 

1 1
( )

1 ( ) 1

s
W s

G s s K


 

  
 

 

Οη ζπληειεζηέο ζθάικαηνο είλαη  

 

0
0

1 20

2

2 2 30

1
lim ( )

1

( )
lim

(1 )

( ) 2
lim

(1 )

s

s

s

C W s
K

dW s K
C

ds K

d W s K
C

ds K







 


 



 



 

 

Η ζεηξά ζθάικαηνο γξάθεηαη  

 

(1) (2)

2 3

1
( ) ( ) ( ) ( ) ...

1 (1 ) (1 )
ss ss ss ss

K K
e t r t r t r t

K K K
   

  
 

 

΢ηε ζπλέρεηα ζεσξνύκε εηδηθέο εηζόδνπο: 

 

1. Μνλαδηαία βεκαηηθή ζπλάξηεζε ( ) ( )r t u t . Όιεο νη παξάγσγνη ηεο ( )ssr t  

είλαη κεδεληθέο. Η ζεηξά ζθάικαηνο είλαη  

 

1
( ) ( )

1
sse t u t

K



 

 

2. ΢πλάξηεζε αλαξξίρεζεο ( ) ( )r t tu t . Δίλαη (1) ( ) ( )r t u t , ελώ όιεο νη 

παξάγσγνη αλώηεξεο ηάμεο είλαη κεδεληθέο. Η ζεηξά ζθάικαηνο γίλεηαη  

 

2

1
( ) ( ) ( )

1 (1 )
ss

K
e t tu t u t

K K
 

 
 

 

            Πξάγκα πνπ ζεκαίλεη όηη ην ( )e t απμάλεη γξακκηθά ζπλαξηήζεη ηνπ ρξόλνπ.  
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3. Παξαβνιηθή ζπλάξηεζε 2( ) ( 2) ( )r t t u t . Δίλαη (1) ( ) ( )r t tu t , (2) ( ) ( )r t u t , 

ελώ όιεο νη παξάγσγνη αλώηεξεο ηάμεο είλαη κεδεληθέο. Η ζεηξά ζθάικαηνο 

γίλεηαη  

 
2

2 3

1
( ) ( )

1 2 (1 ) (1 )
ss

t K K
e t t u t

K K K

 
   

   
 

 

            ΢ηελ πεξίπησζε απηή ην ζθάικα απμάλεη αλάινγα ηνπ 2t .  

 

4. Μηα είζνδνο ηεο κνξθήο 3

2

2
0 1( ) [ ] ( )

2

a ta t
r t a a t e u t


    , όπνπ 0a , 1a , 2a , 3a  

είλαη ζηαζεξέο. Έρνπκε (1)

1 2( ) ( ) ( )r t a a t u t  , (2)

2( ) ( )r t a u t  θαη  

 

(1) (2)

2 3

1
( ) ( ) ( ) ( )

1 (1 ) (1 )
ss

K K
e t r t r t r t

K K K
  

  
 

 

 

Παπάδειγμα 4.2  

 

 Έζησ θαη πάιη ην ζύζηεκα ηνπ Παξαδείγκαηνο 4.1 κε είζνδν ηελ εκηηνλνεηδή 

ζπλάξηεζε. Δίλαη  

 

(1)

(2) 2

(3) 3

( ) sin

( ) cos

( ) sin

( ) cos

r t t

r t t

r t t

r t t



 

 

 





 

 

 

 

Η ζεηξά ζθάικαηνο είλαη  

 

2 4 332 4
0 1( ) ... sin ... s

2! 4! 3!
ss

CC C
e t C t C co t     

  
        
   

 

 

Λόγσ ηεο εκηηνλνεηδνύο εηζόδνπ, ε ζεηξά ζθάικαηνο είλαη κηα ζεηξά απείξσλ όξσλ. 

Η ζύγθιηζή ηεο είλαη απαξαίηεηε γηα λα έρεη λόεκα ην ζθάικα ζηε κόληκε 

θαηάζηαζε. Δίλαη θαλεξό όηη ε ζύγθιηζε εμαξηάηαη από ηηο ηηκέο ησλ   θαη K . 

Έζησ 2   θαη 100K  . Σόηε έρνπκε (από ην Παξάδεηγκα 4.1),  
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0

1 2

2 3

8

3 5

1
0.0099

1

0.0098
(1 )

2
0.000194

(1 )

6
5.65 10

(1 )

C
K

K
C

K

K
C

K

K
C

K



 


 



  



  


 

 

Δπίζεο, γηα ην ζθάικα έρνπκε 

 

0.000194
( ) 0.0099 4 sin 2 0.0196 s 2

2

0.01029sin 2 0.0196 s 2

sse t t co t

t co t

 
    
 

 

 

ή 

 

( ) 0.02215sin(2 62.3 )sse t t   

 

όπνπ θαηά πξνζέγγηζε πήξακε κόλν ηνπο ηέζζεξηο πξώηνπο όξνπο ηεο ζεηξάο.  

 

 

4.3.5 Δείκηηρ ζςμπεπιθοπάρ 

 

 Καηά ηε ζρεδίαζε ελόο ζπζηήκαηνο, επηδηώθεηαη γεληθά ην θιεηζηό ζύζηεκα 

λα έρεη κηθξή ππεξύςσζε my , γξήγνξν ρξόλν αλύςσζεο θαη κηθξνύο ρξόλνπο 

θαζπζηέξεζεο θαη απνθαηάζηαζεο. Δπίζεο, επηδηώθεηαη λα είλαη κηθξό ην ζθάικα 

ζηε κόληκε θαηάζηαζε. Γηα ηνλ ιόγν απηό είλαη θαιό λα ρξεζηκνπνηείηαη έλαο 

δείθηεο ζπκπεξηθνξάο πνπ δίλεη έλα κέηξν ηεο ζπλνιηθήο πνηόηεηαο ηεο απόθξηζεο.  

 

 Έζησ ( )r t  ην ζήκα εηζόδνπ ελόο ζπζηήκαηνο θαη ( )y t  ην ζήκα εμόδνπ. 

Μεξηθέο θνξέο, ην ζήκα ( )r t  παξηζηά ηελ επηζπκεηή απόθξηζε ηνπ ζπζηήκαηνο. 

Όπσο είλαη γλσζηό, ε δηαθνξά ηνπο νξίδεηαη σο ζήκα ζθάικαηνο ( ) ( ) ( )e t r t y t . 

΢ηελ πξνζπάζεηα λα ειαρηζηνπνηεζεί ην ζήκα ζθάικαηνο ρξεζηκνπνηνύκε δείθηεο 

ζπκπεξηθνξάο κε ηε κνξθή νινθιεξσκάησλ σο πξνο ηνλ ρξόλν ή ζπλαξηήζεσλ ηνπ 

ζθάικαηνο. Η απινύζηεξε κνξθή είλαη  

 

 
0

( )I e t dt



   

 

ε νπνία όκσο δελ πξνζθέξεηαη, από πξαθηηθή άπνςε. Πξάγκαηη, ε ειαρηζηνπνίεζε 

ηνπ ( )e t ηζνδπλακεί κε ηελ ειαρηζηνπνίεζε ηεο πεξηνρήο θάησ από ην ( )e t θαη έλα 

ζήκα κε ηαιαληώζεηο ζα έδηλε κηα κεδεληθή πεξηνρή, άξα κεδεληθό I . Άιιεο, πην 

θαηάιιειεο από πξαθηηθή άπνςε κνξθέο ηνπ δείθηε ζπκπεξηθνξάο είλαη  
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0

( )I e t dt



  ,  
0

( )I te t dt



  ,  2

0

( )I e t dt



   

 

4.4 Χπονική απόκπιζη ζεπβομησανιζμού θέζηρ 
 

 ΢ηελ παξάγξαθν απηή ζα κειεηήζνπκε ηε ρξνληθή ζπκπεξηθνξά ηνπ 

ζπζηήκαηνο ειέγρνπ ζέζεο πνπ έρεη πεξηγξαθεί θαη ζην Κεθ. 2. 

 

A

r

e ea

ia

eb
T

ζ

if

N1

N2

JL

BL

y

Ra La

 
 

 
Σσήμα 4.9. ΢ύζηεκα ειέγρνπ ζέζεο 

 

 

Τπάξρεη έλα θνξηίν L  πνπ ραξαθηεξίδεηαη από ημώδε ηξηβή θαη αδξάλεηα. Ο 

αληρλεπηήο ζθάικαηνο απνηειείηαη από δύν πνηελζηόκεηξα θαη έρεη επαηζζεζία sK . 

Απηόο, ζηέιλεη ζηνλ εληζρπηή ην ζήκα ζθάικαηνο, ην νπνίν είλαη αλάινγν ηεο 

δηαθνξάο κεηαμύ ησλ γσληαθώλ κεηαηνπίζεσλ εηζόδνπ αλαθνξάο θαη εμόδνπ. Η 

έμνδνο ηνπ εληζρπηή ρξεζηκνπνηείηαη γηα ηνλ έιεγρν ηνπ ηπιίγκαηνο δξνκέα ηνπ 

θηλεηήξα dc. Σν ξεύκα ηνπ θηλεηήξα ζεσξείηαη ζηαζεξό. Οη παξάκεηξνη ηνπ 

θηλεηήξα δίλνληαη ζηνλ Πίλαθα 4.2.  

 
Πίνακαρ 4.2. Παξάκεηξνη θηλεηήξα 

          

Μεγέζε Τηκέο 

Δπαηζζεζία δηάηαμεο αλάδεημεο ζθάικαηνο 

(ζηαζεξά πνηελζηνκέηξσλ) 
1 /sK volt rad  

Κέξδνο εληζρπηή A   κεηαβιεηό 

Αληίζηαζε ηπιίγκαηνο δξνκέα 5aR  Ω 

Απηεπαγσγή ηπιίγκαηνο δξνκέα  
aL  ακειεηέα 

Ρνπή αδξάλεηαο ξόηνξα θηλεηήξα 3 210 secmJ lb ft    

΢πληειεζηήο ηξηβήο αηξάθηνπ θηλεηήξα 
mB  ακειεηέα 

΢πληειεζηήο ηξηβήο αηξάθηνπ θνξηίνπ  0.1 secLB lb ft    

Ρνπή αδξάλεηαο θνξηίνπ  20.1 secLJ lb ft    

Λόγνο κεηάδνζεο θίλεζεο 
1 2 1 10n N N   

΢ηαζεξά ξνπήο θηλεηήξα 0.5iK lb ft amp    

΢ηαζεξά θηλεηήξα 0.68 / / secbK volt rad  

΢πληειεζηήο ηζνδύλακεο αδξάλεηαο 3 22 10 secmeJ lb ft     

΢πληειεζηήο ημώδνπο ηξηβήο 310 secmeB lb ft    
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Εξιζώζειρ ηος ζςζηήμαηορ 

 

Γηάηαμε αλάδεημεο ζθάικαηνο: ε γσλία ζθάικαηνο e  ηζνύηαη κε ηε δηαθνξά ηεο 

γσλίαο αλαθνξάο r  θαη ηεο γσλίαο εμόδνπ y , δειαδή  

 

( ) ( ) ( )e r yt t t     

 

( ) ( )s ee t K t  

 

Δληζρπηήο:                                        

 

( ) ( )ae t Ae t  

 

Σύιηγκα δξνκέα – Κηλεηήξαο: 

 

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

a
a a a a b

b b m

di t
L R i t e t e t

dt

e t K t

   



 

 

Έμνδνο: 

 

( )
( )

( ) ( )

m
m

y m

d t
t

dt

t n t




 





 

 

 

Πεπιγπαθή σώπος καηάζηαζηρ 

 

Από ηηο εμηζώζεηο ηνπ ζπζηήκαηνο πξνθύπηεη ε πεξηγξαθή ρώξνπ θαηάζηαζεο,  

 

( )

( )
( )

0 ( ) 0 ( )

( ) 0
( ) 0 1 0

a b sa
s

a a a
aa

m i me
m r

me me

m
m

R K nAKdi t AK
L L Ldt Li t

d t K B
t t

dt J J
t

d t

dt


 




                                                  

 

 

όπνπ 

 

( )
( ) ( )

( ) ( )

m
me me m m

m i a

d t
J B t T t

dt

T t K i t


   



 

 

Η εμίζσζε εμόδνπ είλαη 
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 

( )

( ) 0 0 ( )

( )

a

y n

m

i t

t n t

t

 



 
 


 
  

 

 

 

Σςνάπηηζη μεηαθοπάρ 

 

Όηαλ νη αξρηθέο ζπλζήθεο είλαη κεδεληθέο, ε ζπλάξηεζε κεηαθνξάο ηνπ ζπζηήκαηνο 

θιεηζηνύ βξόρνπ είλαη  

 

( )

( ) (1 )(1 )

y s i

r a me a me b i s i

s nK AK

s R B s s s K K s nK AK



  


   
 

 

όπνπ νη ρξνληθέο ζηαζεξέο a  θαη me  δίλνληαη από ηηο ζρέζεηο  

 

a
a

a

L

R
   ακειεηέα  

 

2secme
me

me

J

B
    

 

Παξαηεξνύκε όηη ζηελ παξαπάλσ πεξηγξαθή ην ζύζηεκα ειέγρνπ ζέζεο είλαη ηπίηηρ 

ηάξηρ. 

 

Σν ζθάικα κεηαμύ εηζόδνπ αλαθνξάο θαη εμόδνπ είλαη ( ) ( ) ( )e r yt t t     θαη θαηά 

ζπλέπεηα ε ζπλάξηεζε κεηαθνξάο ηνπ ζπζηήκαηνο αλνηθηνύ βξόρνπ είλαη,  

 

( )
( )

( ) (1 )(1 )

y s i

e a me a me b i

s nK AK
G s

s R B s s s K K s



  
 

  
 

 

 

4.4.1 Απόκπιζη ηος ζςζηήμαηορ 2
ηρ

 ηάξηρ 

 

 Κύξηνο ζηόρνο είλαη ε κειέηε ηεο ρξνληθήο απόθξηζεο ηνπ ζπζηήκαηνο 

ειέγρνπ ζέζεο, ζε ζρέζε κε ηηο παξακέηξνπο ηνπ, ππνζέηνληαο όηη όιεο νη αξρηθέο 

ζπλζήθεο είλαη κεδεληθέο. Δπεηδή ε aL  είλαη ακειεηέα (ζπλεπώο θαη ε a ), ε 

ζπλάξηεζε κεηαθνξάο ηνπ θιεηζηνύ ζπζηήκαηνο απινπνηείηαη ζηε κνξθή  

 

2

( )

( ) ( )

y s i

r a me b i a me s i

s nK AK

s R J s K K R B s nK AK






  
 

 

ε νπνία είλαη δεύηεπηρ ηάξηρ. Δπνκέλσο, ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηνπο γλσζηνύο 

ζπκβνιηζκνύο ηνπ ζπζηήκαηνο δεύηεξεο ηάμεο.  
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Η θπζηθή ζπρλόηεηα n  είλαη  

 
1 2

s i
n

a me

nK AK

R J


 
  

 
 

 

Ο ζπληειεζηήο απόζβεζεο  είλαη  

 

1 22 2( )

b i a me b i a me

a me n s i a me

K K R B K K R B

R J nK AK R J




 
   

 

Αληηθαζηζηώληαο ηηο ηηκέο ησλ παξακέηξσλ, πξνθύπηεη  

 

2

( ) 5

( ) 34.5 5

y

r

s A

s s s A






 
 

 

Έζησ όηη ην θέξδνο ηνπ εληζρπηή παίξλεη ηελ απζαίξεηε ηηκή 200A . Η θπζηθή 

ζπρλόηεηα θαη ν ζπληειεζηήο απόζβεζεο είλαη, αληίζηνηρα, 31.6n   rad/sec θαη  

0.546  . Η ραξαθηεξηζηηθή εμίζσζε ηνπ ζπζηήκαηνο ηόηε γίλεηαη  

 
2 34.5 1000 0s s    

 

θαη έρεη ξίδεο 

 

1,2 17.25 26.5s j    

 

 

Χπονική απόκπιζη για μοναδιαία βημαηική είζοδο 

 

Έζησ όηη ε είζνδνο αλαθνξάο είλαη ε κνλαδηαία βεκαηηθή ζπλάξηεζε 

( ) ( )r t u t  rad. Σόηε, ε έμνδνο ηνπ ζπζηήκαηνο, γηα κεδεληθέο αξρηθέο ζπλζήθεο, 

είλαη  

 

1 17.25

2

1000
( ) 1 1.2 sin(26.5 236.8 )

( 34.5 1000)

t

y t L e t
s s s

   
    

  
 

 

Η κεηαβνιή ηεο εμόδνπ ζπλαξηήζεη ηνπ θαλνληθνπνηεκέλνπ ρξόλνπ απεηθνλίδεηαη 

ζην ΢ρ. 4.10. ΢ην ζρήκα απηό απεηθνλίδνληαη επίζεο νη βεκαηηθέο απνθξίζεηο γηα δύν 

δηαθνξεηηθέο ηηκέο ηνπ θέξδνπο ελίζρπζεο A . Όπσο αλακέλεηαη από ηηο 

πξνεγνύκελεο ζρέζεηο, ε αύμεζε ηνπ A  ζπλεπάγεηαη αύμεζε ηεο θπζηθήο 

ζπρλόηεηαο n  θαη ειάηησζε ηνπ ζπληειεζηή απόζβεζεο  . 
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Σσήμα 4.10. Βεκαηηθή απόθξηζε ζπζηήκαηνο ειέγρνπ ζέζεο 

 

 

Γηα 1500A , είλαη 0.2   θαη 86.2n  rad/sec. ΢ηελ πεξίπησζε απηή έρνπκε 

κεγάιε ππεξύςσζε, ελώ νη ρξόλνη απόθξηζεο εκθαλίδνληαη ειαηησκέλνη. Όηαλ ε 

ελίζρπζε έρεη ηε ζρεηηθά ρακειή ηηκή 60A  , ν ζπληειεζηήο απόζβεζεο θαη ε 

θπζηθή ζπρλόηεηα είλαη, αληίζηνηρα, 1   θαη 17.25n  rad/sec. ΢ηελ πεξίπησζε 

απηή έρνπκε ππεξαπόζβεζε. ΢πγθξηηηθέο ηηκέο δίλνληαη ζηνλ Πίλαθα 4.3.  

 

 
Πίνακαρ 4.3. Υαξαθηεξηζηηθά βεκαηηθήο απόθξηζεο γηα δηαθνξεηηθέο ηηκέο ελίζρπζεο 

 
Κέξδνο 

Α 
Σπληειεζηήο 

απόζβεζεο  

  

Φπζηθή 

ζπρλόηεηα  

n   

Μέγηζηε 

ππεξύςσζε 
Χξόλνο 

θαζπζηέξε- 

ζεο dT  

Χξόλνο 

αλύςσζεο 

rT  

Χξόλνο 

απνθαηά- 

ζηαζεο sT  

60 1 17.25 0 0.101 0.0193 0.334 

200. 0.546 31.6 0.13 0.043 0.055 0.184 

1500. 0.2 86.6 0.52 0.013 0.014 0.2260 

 

 

Οη ξίδεο ηεο ραξαθηεξηζηηθήο εμίζσζεο ηνπ ζπζηήκαηνο ζπλαξηήζεη ηνπ A  δίλνληαη 

από ηε ζρέζε,  

 

1 2

1,2

1
17.25 (1190 20 )

2
s A     
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Γηα δηαθνξεηηθέο ηηκέο ελίζρπζεο είλαη 

 

13.5A  
1 2.1s   , 2 32.4s    

200A  
1,2 17.25 26.5s j    

1500A  
1,2 17.25 86s j    

 

Η ζέζε ησλ ξηδώλ ζην κηγαδηθό επίπεδν, θαζώο ην A  κεηαβάιιεηαη, απεηθνλίδεηαη 

ζην ΢ρ. 4.11.  

 
 

Σσήμα 4.11. Γηάγξακκα γεσκεηξηθνύ ηόπνπ ησλ ξηδώλ 

 

 

Γηα ηηο δηάθνξεο ζέζεηο ησλ ξηδώλ έρνπκε επίζεο ηνλ αθόινπζν πίλαθα:  

 
Πίνακαρ 4.4. Πόινη ηνπ ζπζηήκαηνο θαη ραξαθηεξηζηηθά ρξνληθήο απόθξηζεο ζε ζρέζε κε 

ηηο ηηκέο ηεο ελίζρπζεο 

 

Κέξδνο ελίζρπζεο A  Ρίδεο ραξαθηεξηζηηθήο εμίζσζεο  Δπλακηθή ζπκπεξηθνξά 

0 59.5A   πξαγκαηηθέο, δηαθεθξηκέλεο, 

αξλεηηθέο 
ππεξαπόζβεζε ( 1  ) 

59.5A   αξλεηηθέο, ίζεο θξίζηκε απόζβεζε ( 1  ) 

59.5 A   κηγαδηθέο, ζπδπγείο κε 

αξλεηηθό πξαγκαηηθό κέξνο 
ππναπόζβεζε ( 1  ) 

0A   πξαγκαηηθέο, δηαθεθξηκέλεο, 

εηεξόζεκεο 
αζηάζεηα ( 0  ) 



Ο. Κνζκίδνπ: ΢πζηήκαηα Απηνκάηνπ Διέγρνπ 

 

28 

 

 

Σθάλμα μόνιμηρ καηάζηαζηρ  

 

Γηα ην ζύζηεκα πνπ κειεηνύκε έρεη βξεζεί ήδε όηη  

 

( )
(1 )(1 )

s i

a me a me b i

nK AK
G s

R B s s s K K s 


  
 

 

θαη ( ) 1F s  . ΢πλεπώο, ην ζύζηεκα απηό είλαη ηύπνπ 1. Άξα ην ζθάικα ζηε κόληκε 

θαηάζηαζε είλαη κεδέλ γηα όιεο ηηο ζεηηθέο ηηκέο ηνπ A , όηαλ ε είζνδνο είλαη 

βεκαηηθή ζπλάξηεζε (ζθάικα ζέζεο).  

 

Δμάιινπ, ε ζηαζεξά ζθάικαηνο ζέζεο είλαη  

 

0

5
lim

( 34.5)
p

s

A
K

s s
  


 

 

θαη ην ζθάικα ζέζεο είλαη,  

 

1
( ) 0

1
ss

p

e t
K

 


 

 

όπνπ ζεσξήζεθε όηη ην πιάηνο ηεο βεκαηηθήο ζπλάξηεζεο είλαη κνλαδηαίν.  

 

Χπονική απόκπιζη με είζοδο ηη ζςνάπηηζη αναππίσηζηρ  

 

Έζησ όηη ζην ζύζηεκα ειέγρνπ ζέζεο εθαξκόδεηαη σο είζνδνο αλαθνξάο ε 

ζπλάξηεζε αλαξξίρεζεο ( ) ( )r t tu t  . Σόηε ε έμνδνο ζα δίλεηαη από ηε ζρέζε  

 
2

1

2 2 2
( )

( 2 )

n
y

n n

t L
s s s




 

  
  
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ή 

 

2 1 2

2 1 2

2 1
( ) sin[ (1 ) ]

(1 )
nt

y n

n n

t t e t


   
  


    


 

 
2 1 2

1 (1 )
2 tan






 



 

 

Η απόθξηζε απηή απεηθνλίδεηαη ζην ΢ρ. 4.12.  
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Σσήμα 4.12. Απόθξηζε ζπζηήκαηνο ειέγρνπ ζέζεο γηα είζνδν ζπλάξηεζε αλαξξίρεζεο 

 

 

΢ηελ πεξίπησζε απηή ην ζθάικα κόληκεο θαηάζηαζεο (ζθάικα ηαρύηεηαο) είλαη 

δηάθνξν ηνπ κεδελόο. Πξάγκαηη, ε ζηαζεξά ζθάικαηνο ηαρύηεηαο είλαη 

 

0 0

5 5
lim ( ) ( ) lim

34.5 34.5
v

s s

A A
K sG s F s

s 
  


 

 

Σν ζθάικα ηαρύηεηαο είλαη  

 

1 34.5
( )

5
ss

v

e t
K A

   

 

Δίλαη θαλεξό όηη ην ζθάικα απηό είλαη αληηζηξόθσο αλάινγν ηνπ κέηξνπ ηεο 

ζηαζεξάο ελίζρπζεο A . Ωζηόζν, αλ ζέινπκε λα βειηηώζνπκε ηελ αθξίβεηα ζηε 

κόληκε θαηάζηαζε απμάλνληαο ην A , ηόηε ε κεηαβαηηθή απόθξηζε εκθαλίδεη 

πεξηζζόηεξεο ηαιαληώζεηο. Σν θαηλόκελν απηό είλαη ραξαθηεξηζηηθό ζε όια ηα 

ζπζηήκαηα απηνκάηνπ ειέγρνπ. Γηα ζπζηήκαηα αλώηεξεο ηάμεο, αλ ην θέξδνο A  

γίλεη πνιύ κεγάιν, ην ζύζηεκα κπνξεί λα γίλεη θαη αζηαζέο.  
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4.4.2 Απόκπιζη ηος ζςζηήμαηορ 3
ηρ

 ηάξηρ 

 

 ΢ηελ πξνεγνύκελε παξάγξαθν ζεσξήζεθε ε απηεπαγσγή aL  ακειεηέα. Έηζη 

ην ζύζηεκα πεξηγξάθεθε κε κηα απινπνηεκέλε ζπλάξηεζε κεηαθνξάο δεύηεξεο 

ηάμεο, ε νπνία είλαη επζηαζήο γηα όιεο ηηο ζεηηθέο ηηκέο ηνπ  A . ΢ην ίδην ζύζηεκα 

ππνζέηνπκε ηώξα όηη 0.1aL H , ελώ όιεο νη άιιεο παξάκεηξνη παξακέλνπλ 

ακεηάβιεηεο. Η ρξνληθή ζηαζεξά a  ηόηε γίλεηαη 0.02a  sec. Η ζπλάξηεζε 

κεηαθνξάο ηνπ θιεηζηνύ ζπζηήκαηνο είλαη  

 

( ) 0.05

( ) 0.005 (1 0.02 )(1 2 ) 0.34 0.05

y

r

s A

s s s s s A






   
 

 

ή 

 

3 2

( ) 250

( ) 50.5 1725 250

y

r

s A

s s s s A






  
 

 

ελώ ε ζπλάξηεζε κεηαθνξάο ηνπ αλνηθηνύ ζπζηήκαηνο είλαη 

 

2

( ) 250
( )

( ) ( 50.5 1725)

y

e

s A
G s

s s s s




 

 
 

 

Η ραξαθηεξηζηηθή εμίζσζε ηνπ ζπζηήκαηνο είλαη,  

 
3 250.5 1725 250 0s s s A     

 

Όπσο είλαη θαλεξό, όηαλ ε aL  δελ είλαη ακειεηέα, ην ζύζηεκα είλαη ηξίηεο ηάμεο.  

 

Έζησ 13.5A Η ζπλάξηεζε κεηαθνξάο ηνπ θιεηζηνύ ζπζηήκαηνο είλαη, 

 

2

( ) 1

( ) (1 0.48 )(1 0.0298 0.000616 )

y

r

s

s s s s






  
 

 

ηεο νπνίαο νη πόινη είλαη, 1 2.08s   ,  2,3 24.2 32.2s j   . 

 

Γηα κνλαδηαία βεκαηηθή είζνδν, ε απόθξηζε είλαη,  

 
2.08 24.2( ) 1 1.06 0.0667 sin(32.2 1.88 )t t

y t e e t       

 

Παξαηεξνύκε όηη ν θαζαξά εθζεηηθόο όξνο είλαη ηνπιάρηζηνλ 10 θνξέο κεγαιύηεξνο 

από ηνλ εκηηνλνεηδή όξν. Άξα ε κεηαβαηηθή απόθξηζε θαζνξίδεηαη θύξηα από ηνλ 

πόιν 1 2.08s   . Δμάιινπ, ε ζπληζηώζα ηεο απόθξηζεο πνπ νθείιεηαη ζηνλ 

εκηηνλνεηδή όξν κεδελίδεηαη πνιύ γξήγνξα, θαζώο απμάλεη ν ρξόλνο, κηα θαη έρεη 

εθζέηε πνιύ κεγαιύηεξν θαη’ απόιπηε ηηκή.  
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Έζησ ηώξα 0.1aL H  θαη 348A  . Η ραξαθηεξηζηηθή εμίζσζε παξαγνληνπνηείηαη 

σο εμήο: 

 
2( 50.5)( 1725) 0s s    

 

Απηή έρεη δύν θαληαζηηθέο ξίδεο 1,2 41.5s j   θαη κία πξαγκαηηθή 3 50.5s   . Η 

ζπληζηώζα ηεο απόθξηζεο πνπ αληηζηνηρεί ζηηο θαληαζηηθέο ξίδεο είλαη 

ζπληεξνύκελε ηαιάλησζε θαη ην ζύζηεκα είλαη νξηαθά επζηαζέο (αιιά πξαθηηθά 

αζηαζέο). Γηα 348A   νη θαληαζηηθέο ξίδεο πεξλνύλ ζην δεμηό κηγαδηθό εκηεπίπεδν, 

νπόηε ε απόθξηζε ηνπ ζπζηήκαηνο ηξίηεο ηάμεο απμάλεη απεξηόξηζηα. Απηό θαίλεηαη 

θαη από ηελ απεηθόληζε ηνπ γεσκεηξηθνύ ηόπνπ ησλ ξηδώλ.  

 

 

 
 

 

Σσήμα 4.13. Μνλαδηαία βεκαηηθή απόθξηζε ζπζηήκαηνο ειέγρνπ ζέζεο γηα δύν ηηκέο ηεο aL  

θαη γηα 200A  
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Σσήμα 4.14. Γεσκεηξηθόο ηόπνο ησλ ξηδώλ ηεο ραξαθηεξηζηηθήο εμίζσζεο, [0, )A   

 

 

4.5 Κύπια ζημεία  
 

 Μεηαβαηηθή απόθξηζε – Μόληκε απόθξηζε 

 

 Υαξαθηεξηζηηθά ηεο κεηαβαηηθήο απόθξηζεο 

 

 Μεηαβαηηθή απόθξηζε ζπζηήκαηνο δεύηεξεο ηάμεο: ζεκαζία ησλ πόισλ ηνπ 

ζπζηήκαηνο, ζπζρέηηζε πόισλ – ζπληειεζηή απόζβεζεο, θπζηθήο ζπρλόηεηαο 

 

 ΢θάικα ζηε κόληκε θαηάζηαζε 

 

 ΢θάικα κόληκεο θαηάζηαζεο γηα εηδηθέο εηζόδνπο: ζεκαζία ηνπ ηύπνπ ηνπ 

ζπζηήκαηνο  

 

 Μέζνδνο ζεηξάο ζθάικαηνο 

 

 Μειέηε ηνπ ζπζηήκαηνο ειέγρνπ ζέζεο: πεξηγξαθή (κνληεινπνίεζε), 

απινπνίεζε κνληέινπ. Μειέηε κνληέινπ 2
εο

 ηάμεο: κεηαβαηηθή απόθξηζε, 

επίδξαζε ηνπ θέξδνπο ελίζρπζεο ζηα ραξαθηεξηζηηθά ηεο κεηαβαηηθήο 

απόθξηζεο, ζηηο ζέζεηο ησλ πόισλ θαη ζην ζθάικα κόληκεο θαηάζηαζεο. 

Μειέηε κνληέινπ 3
εο

 ηάμεο: ζεκαζία ηνπ θέξδνπο ελίζρπζεο ζην κνληέιν 3
εο

 

ηάμεο – ζπζρέηηζε κε ηελ επζηάζεηα.  
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 4.6 Αζκήζειρ Κεθαλαίος 4 
 

 

Άζκηζη 4.1  

 

Να βξεζεί ν ζπληειεζηήο απόζβεζεο ηνπ ζπζηήκαηνο κε ζπλάξηεζε κεηαθνξάο 

αλνηθηνύ βξόρνπ  

 
2

2 2

1638( 2.6 1.65)
( )

( 40 300)( 4.65 0.45)

s s
G s

s s s s s

 


   
 

 

Λύζη 

 

Η ζπλάξηεζε κεηαθνξάο ηνπ θιεηζηνύ ζπζηήκαηνο είλαη 

 
2( ) 1638( 2.6 1.65)

( )
1 ( ) ( 32.4)( 0.855 0.672)( 5.245 6.566)

G s s s
H s

G s s s j s s j

 
 

     
 

 

 Κπξίαξρεο ή δεζπόδνπζεο ηδηνηηκέο (dominant eigenvalues) ηνπ ζπζηήκαηνο: 
0.855 0.672j   

 

 Πην θνληά ζηνλ άμνλα ησλ θαληαζηηθώλ αξηζκώλ 

 

 Δπζηάζεηα – Αζηάζεηα 

 

Γεληθή κνξθή: 

 
2

2 2
( )

2

n

n n

H s
s s



 


 
,   

 

Πόινη:  
2 1 2

1,2 (1 )n ns j j            

 

0.855n   

 
2 1 2(1 ) 0.672n    

 

Από ηηο ζρέζεηο απηέο πξνθύπηεη  

 

0.855
n


   θαη  2 1 20.855

(1 ) 0.672 ... 0.785 


     

 

 

Άζκηζη 4.2  

 

Σν δηάγξακκα βαζκίδσλ ελόο ζεξβνκεραληζκνύ είλαη ην παξαθάησ  
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Να βξεζνύλ νη ηηκέο ησλ K  θαη k , έηζη ώζηε ε κέγηζηε ππεξύςσζε λα είλαη 50% ζε 

ρξόλν 5sec, γηα κνλαδηαία βεκαηηθή είζνδν.  

 

 

Λύζη 

 

Γηα ηε κέγηζηε ππεξύςσζε έρνπκε: 

 

2 1 2(1 )

max 2 1 2

2 1 2

0.5 ln 0.5
(1 )

0.693 0.21
(1 )

pM y e




 










      



    


 

 

Γηα ηνλ ρξόλν απόθξηζεο έρνπκε: 

 

2 1 2 2 1 2
5sec 0.644

(1 ) 5(1 )
p n n

n

t
 

 
  

     
 

 

 

 

Από ην δηάγξακκα βαζκίδσλ έρνπκε: 

 
22

2 2 2

( )

( ) 2 2

nn

n n n

KY s K

R s s Kks K s s Kk


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 
   

    
 

 

Από ηηο ζρέζεηο απηέο πξνθύπηεη 

 

 

0.415

2
0.652n

K

k
K





 
 

 

 

Άζκηζη 4.3  

 

Να βξεζεί ε ρξνληθή απόθξηζε ηνπ ζπζηήκαηνο κε ζπλάξηεζε κεηαθνξάο  

 

2

1

s
K

( )Y s( )R s 



1 ks
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2

( ) 3( 2)

( ) ( 4)( 1)

Y s s

R s s s




 
 ,  γηα  ( ) ( )r t u t  κνλαδηαία βεκαηηθή είζνδν. 

 

 

Λύζη 

 

Θα είλαη 
1

( )R s
s

 . Άξα  

 

2 2 2

3( 2) 3 2 1 6 1 5 3
( )

( 4)( 1) 4 ( 1) ( 1) 4 ( 1) ( 1)

s A B C D
Y s

s s s s s s s s s s s

  
        

       
 

 

Υξεζηκνπνηώληαο ηνλ αληίζηξνθν κεηαζρεκαηηζκό Laplace πξνθύπηεη 

 

43 1 5
( )

2 6 3

t t ty t e te e       

 

 

Άζκηζη 4.4 

 

Γίλεηαη ην ζύζηεκα κάδαο-ειαηεξίνπ-απνζβεζηήξα κε πεξηγξαθή θαηάζηαζεο: 

 

1 1

2 2

( ) ( )0 1 0
( )

( ) ( ) 1

x t x t
r t

x t x tK M f M M

      
       

       
 

 

Τπνζέηνληαο ηηο ηηκέο ησλ παξακέηξσλ 2
K

M
 , 3

f

M
 , 1M  , λα βξεζεί ε 

απόθξηζε ηνπ ζπζηήκαηνο. 

 

 

Λύζη 

 

Οη πίλαθεο θαηάζηαζεο θαη εηζόδνπ γίλνληαη: 

 

0 1

2 3
A

 
  

  
, 

0

1
B

 
  
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Ο κεηαβαηηθόο πίλαθαο είλαη: 

 

1 1 1

2 2

2 2

3 11
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  
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L L

 

όπνπ 0 0t  .  
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Η κεηαβαηηθή απόθξηζε είλαη  

 

1

2 0

( )
( ) ( ) (0) ( ) ( ) ( )

( )

tx t
x t t x t B r d

x t
   

 
      
 

  

 

Έζησ ε κνλαδηαία βεκαηηθή ζπλάξηεζε σο είζνδνο θαη κεδεληθέο αξρηθέο ζπλζήθεο. 

Σόηε,  
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T
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Σόηε, 
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Άζκηζη 4.5 

 

Γίλεηαη ην ζύζηεκα ηνπ ζρήκαηνο 

 

 
 

1 Να βξεζεί ην ζθάικα κόληκεο θαηάζηαζεο όηαλ είζνδνο είλαη ε κνλαδηαία 

ζπλάξηεζε αλαξξίρεζεο. 

 

2 Να εμεηαζηεί ε επίδξαζε ησλ παξακέηξσλ K  θαη F  ζηελ ηηκή ηνπ 

ζθάικαηνο. 
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Λύζη 

 

2

20 0 0

1
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Αλάινγν ηνπ F  θαη αληηζηξόθσο αλάινγν ηνπ K .  

 

 

 Άλςηερ αζκήζειρ 
 

Άζκηζη Α4.1 

 

Γίλεηαη ην ζύζηεκα  
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Να βξεζεί ε ρξνληθή απόθξηζε ( )y t .  

 

Άζκηζη Α4.2 

 

Γίλεηαη ην ζύζηεκα ηνπ παξαθάησ ζρήκαηνο. 

 

 
 

Να βξεζνύλ ηα παξαθάησ ραξαθηεξηζηηθά ηνπ: 

 

1. Η ζπλάξηεζε κεηαθνξάο ηνπ ζπζηήκαηνο θιεηζηνύ βξόρνπ. 

2. Η κέγηζηε ππεξύςσζε max 1y   γηα κνλαδηαία βεκαηηθή είζνδν αλαθνξάο 

(δίλεηαη 0.4763 0.6213e  ). 

3. Η ζηαζεξά ζθάικαηνο ηαρύηεηαο vK . 

4. Σν ζθάικα κόληκεο θαηάζηαζεο. 
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5. Πώο αμηνινγείηαη ε ζπκπεξηθνξά ηνπ θιεηζηνύ ζπζηήκαηνο κε βάζε ηα 

ραξαθηεξηζηηθά απηά; 

 

Άζκηζη Α4.3 

 

Γίλεηαη ην ζύζηεκα ηνπ ζρήκαηνο 

 

 
 

Όπνπ ( )R s  είλαη ε κνλαδηαία ζπλάξηεζε αλαξξίρεζεο. 

 

1. Να ππνινγηζηεί ε ηηκή ηνπ ζθάικαηνο κόληκεο θαηάζηαζεο. 

2. Πνην είλαη ην ζθάικα κόληκεο θαηάζηαζεο πνπ πξνθύπηεη πξνζζέηνληαο έλαλ 

νινθιεξσηή ζην ζύζηεκα απηό; 

 

Άζκηζη Α4.4 

 

Γίλεηαη ην ζύζηεκα ηνπ ζρήκαηνο 
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θαη ( )r t  ε κνλαδηαία ζπλάξηεζε αλαξξίρεζεο. 

 

Πνηα είλαη ε ειάρηζηε ηηκή ηνπ ζθάικαηνο κόληκεο θαηάζηαζεο πνπ κπνξνύκε λα 

επηηύρνπκε κεηαβάιινληαο ηα K , tK ; 
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